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Grundlegende Ergebnisse zur Theorie der linearen
algebraischen Gruppen

9 Kerne und Bilder von Homomorphismen von algebraischen
Gruppen

Als néachstes wollen wir zeigen, dafl der Kern und das Bild eines Homomorphismus
von algebraischen Gruppen selbst algebraische Gruppen sind. Wir benotigen dafur zwei
vorbereitende Aussagen.

9.1 Das Produkt zweier dichter offener Teilmengen
Seien G eine algebraische Gruppe und

U VvVCaG
zwei offene Teilmengen, welche in G dicht liegen. Dann gilt
U«V =G.
Beweis. Sei x € G. Dann ist auBer U und V auch x-V™! eine dicht liegende offene
Teilmenge von G. Deshalb ist der Durchschnitt von x*V! und U nicht leer, sagen wir
yeEUN xeVL
Insbesondere gibt es ein z € V mit

Usy= on'l,
d.h. es ist

x=yezE€ U-V.
QED.

9.2 Kriterium fur die Abgeschlossenheit einer Untergruppe
Seien G eine algebraische Gruppe und
HCG

eine (nicht notwendig algebraische) Untergruppe. Dann gilt.
(i)  Die AbschlieBung H von H ist eine Untergruppe.
(i) H ist abgeschlossen in G, falls es eine nicht-leere offene Teilmenge U von H gibt,

@ # UC Hund U offen in H,

mit U C H.
Beweis. Zu (i). Fur x € G gilt
H=xHC x+ H.

Weil x» H abgeschlossen ist, folgt H C x+ H, also x LA C H. Weil letzteres fiir jedes
xe G gilt, folgt



H-HC H.
Firr x € H gilt damit Hex C H, also H C Hex -1 Well Hex! abgeschlossen ist, folgt
HCH
also
Hex C H fir jedes x EH,
also
H-H C H.

Wir haben gezeigt, H ist multiplikativ abgeschlossen. Weil der Ubergang zum Inversen
ein Automorphismus von G ist, gilt,

Al=pl=H
Damit ist H eine Untergruppe von G.
Zu (ii). Mit U ist auch die folgende Vereinigung von Verschiebungen von U offen in H:

HCS) U yxU (CH

Man beachte, die rechte Inklusion besteht wegen U C H und weil H eine Gruppe ist.
Die linke besteht weil sich jedes x € H in der Gestalt x = x-y'l-y schreiben 143t mit
y€U C H, also x-y'1
H. Wie gerade gesehen haben (vgl. 9.1) gilt damit
H=H<H=H,

wobei das Gleichheitszeichen rechts gilt, weil H eine Grupe ist. Damit ist H = H
abgeschlossen in G.
QED.

€ H. Wir haben gezeigt, H ist offen (und trivialerweise dicht) in

9.3 Bild und Kern eines Homomorphismus von algebraischen Gruppen
Sei ¢: G —> G’ ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen. Dann gilt:

6)) Ker(¢) ist ein abgeschlossener Normalteiler von G.

(i1) Im(¢) ist ein abgeschlossene Untergruppe von G.

i) 96" =9G)".

Beweis. Zu (i). Als Kern eines Gruppen-Homomorphismus, ist Ker(¢p) ein
Normalteiler.

Als reguldre Abbildung und o stetig. Deshalb sind die vollstiandigen Urbilder von

einelementigen Teilmengen von G’ abgeschlossen. Insbesondere ist dies fur Ker(¢) der
Fall.

Zu (ii). Weil ¢ eine regulare Abbildung ist, enthalt Im(¢) eine offene Teilmenge der

AbschlieBung Im(¢) (nach 1.9.5). Nach dem gerade bewiesenen Kriterium fir

Abgeschlossenheit ist Im(¢) abgeschlossen.

Zu (iii). Nach (ii) ist cp(GO) eine abgeschlossene Teilmenge der algebraischen Gruppe

@(G). Mit GO ist auch (p(GO) zusammenhdngend und enthilt die Eins. Damit gilt aber
#G") C oG

(weil jede zusammenhangende Teilmenge in einer Zusammenhangskomponente liegt).
Wir haben nocht die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Nach dem Satz von der

Komponente der Eins ist der Index von GY in G endlich. Der Homomoprhismus ¢
induziert eine Surjektion



G/IG0 —» ¢(G)/p(GY).

Damit ist auch der Index von (I)(GO) in ¢(G) endlich. Nach dem Satz von der
Komponente der Eins folgt

0(G)° C o(GY).
QED.

Wie wir wissen sind schon in den einfachsten Fallen Irreduzibiliatsfragen in hohem
Mafe nicht-trivial (zum Beispiel die Frage noch der Irreduziblitat eines Polynoms). Im
Fall von algebraischen Gruppen ist die Frage nach der Irreduziblitat dquivalent nach der
des Zusammenhangs. Wir geben deshalb nachfolgend ein Kriterium fur
zusammenhangende Untergruppen an, welches zwar etwas technisch aussieht , in
vielen Fiéllen aber sehr nuitzlich ist (sieche die Aufgaben 2.2.9).

9.4 Kriterium fur zusammenhiangende Untergruppen
Seien G eine algebraische Grupppe und
97 X, — G i

ein Familie von reguldaren Abbildungen mit folgenden Eigenschaften.
1. Jedes Xi ist eine irreduzible algebraische Varietit.

2. Jedes Yi = cpi(Xi) enthalt das neutrale Elemente e € G.

Wir bezeichnen mit
H
die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G, welche jedes Yi enthalt.' Dann gilt:

(i)  H ist zusammenhéngend.

(i) Es gibt endlich viele Elemente i i_€ I der Index-Menge I und endlich viele

1ol
Vorzeichen 81’ s er € {£1} mit
£ €
H=Y.'..Y.L
i i
1 r

Beweis. Wir konnen die Familie der @, SO erweitern, da3 mit jedem Yi auch Y, zur

Familie der Yi gehort. Dadurch vereinfachen sich die benotigten Bezeichnungen

dahingehend, daf} wir von allen & annehmen konnen, daf sie gleich 1 sind. Fur jedes
Tupel

a=(a(l),..,am) e
von Elementen aus I setzen wir
Ya = Ya(l).""Ya(n)'
Als Bild eines direkten Produkts irreduzibler Varietaten bei einer regularen Abbildund
ist
Ya irreduzibel fur jedes Tupel a von Elementen aus I.

Nach Definition gilt

Y Y =Y
C

b fur je zwei Tupel b und ¢ von Elementen aus I,

(b.c)

"d.h. H ist die AbschlieBung der von den Y, erzeugten Untergruppe von G, d.h. der Durchschnitt aller
i

abgeschlossenen Untergruppen von G, die samtliche Y, enhalten.
i



wobei (b,c) das Tupel ist, dessen Koordinaten die von b gefolgt von den Koordinaten
von ¢ sind. Wie im Beweis des Kriteriums fur die Abgeschlossenheit einer Untergruppe
(9.2 (1)) sieht man, es gilt

YboYC cy (b.0) fur je zwei Tupel b und ¢ von Elementen aus I.

Die Dimension der Ya C G ist durch die Dimension von G beschrinkt. Es gibt deshalb
ein Tupel a, fur welches die Dimension von Ya maximal wird,

dim Ya ist maximal fur das Tupel a von Elementen von I.
Fur jedes Tupel b gilt
Y C Y Y cCY .. (ab)’ (D)
Dies ist eine Inklusion von irredu21blen abgeschlossenen Teilmengen, deren Dimension
nach Wahl von a gleich ist. Deshalb gilt (nach 1.8.2)
Ya Y (a.b) 2 Y fur jedes Tupel b von Elementen aus I. (2)
Zusammen mit (1) furb=a erglbt sich, daf

Ya multiplikativ abgeschlossen
ist. Weil der Ubergang zum Inversen ein Automorphismus von G ist und weil mit
jedem Yi auch Yi_ ! zu unserer Familie gehort, iberfuhrt dieser Automorphismus jede

Menge der Gestalt Y, in eine Menge eben dieser Gestalt und damit jede Menge der

b

Gestalt Yb in eine Menge derselben Gestalt. Wegen (2) liegen damit alle Mengen der

Gestalt (Yb)'1 in Ya. Insbesondere ist
— _1 —
(Ya) C Ya'
Zusammen ergibt sich, dal3

Ya eine Untergruppe von G
ist.
Nach Konstruktion ist Ya die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G, welche die
Menge Ya enthalt. Wegen (2) ist Ya die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G,

welche alle Mengen Y, enthilt. Es gilt also

b

Y =H,
a

d.h. es gilt (i).
Weil Ya das Bild einer regularen Abbildung ist, gibt es eine offene Teilmenge von Ya,
welche vollstandig in Ya liegt (nach 1.9.5). Wie wir oben gesehen haben, folgt
Y Y =Y
a a a

(nach 9.1). Insbesondere gilt (ii).
QED.

9.5 Folgerung: das Erzeugnis einer Familie zusammenhangender
Untergruppen

Seien G eine algebraische Gruppe und {Hi}i oI eine Familie von abgeschlossenen

zusammenhédngende Untergruppen. Dann ist das Erzeugnis



H=< Hi liel>
dieser Untergruppen abgeschlossen und zusammenhéangend, und es gilt
i i
1 r

fur endlich viele geeignet gewidhlte Indizes i ,..., ir el

=
Beweis. Man wende die gerade bewiesene Aussage auf die Familie der naturlichen

Einbettungen Hi S Gan.
QED.

9.6 Folgerung: Kommutator-Untergruppen
Seien G ein algebraische Gruppe und
H,KC G
zwel abgeschlossene Untergruppen. Bezeichne
H,K) =< xyx_ly'1 IxeEH,yeK>
die von den Kommutatatoren erzeugte Untergruppe von G. Dann ist
(H, K) zusammenhangend,
wenn eine der beiden Untergruppen H oder K es ist.
Beweis. Sei H zusammenhédngend. Man wende das Kriterium fur Zusammenhang auf

die Familie der regularen Abbildungen

q)i: H—G xp xeiox Lo

,miti €K

an. Ist K zusammenhéngend, kann man statt dessen die Familie der
wi: K—G,xp i-x-i'lox'l, miti € H

verwenden.

QED.

9.7 Beispiel

SOn ist die Komponente der Eins von On.

Beweis. Die Determinante definiert einen Homomorphismus von linearen
algebraischen Gruppen,

Q: On—>Ga=k*,A b det(A). (D)

Nun ist die Determinanten einer orthogonalen Matrix A gleich 1 (wegen ATA = 1),

d.h. das Bild von (1) ist die zweipunktige Mengen {%1} und die orthogonale Gruppe
zerfallt in die disjunkte Vereinigung von zwei abgeschlossenen Teilmengen

0 =¢'MHUg .
Dabei ist cp'l(l) = SOn, d.h. wir konnen diese Zerlegung in der Gestalt
OIl = SOIl U SOn°A

schreiben mit einer beliebigen orthogonalen Matrix mit negativer Determinante. Es bleibt
zu zeigen, daf}
SOn zusammenhangend

ist. Zum Beweis wenden wir unser Kriterium fur Zusammenhang 9.5 auf die
einelementige Familie an, deren einziges Element die folgende reguldre Abbildung ist.

n-1 n-1 . .
STix xS — SOn’ (Vl,...,VS) (B8 cp(vl) cp(vs). 2)

Dabei sei die Anzahl s der direkten Faktoren auf der linken Seite die grofle gerade Zahl
<nund



n-1 n n 2
S :={x=(x1,...,xn)Ek | Elxi =1}
die (n-1)-dimensionale Einheitsphére (von welcher man leicht zeigen kann, daf es sich
um eine irreduzible affine algebraische Varietat handelt). Weiter sei
n-1
@: S

die Abbildung, welche jedem Vektor v der Einheitssphére die Spiegelung 5, an derzu v

—0,vp s ,
n v

senkrechten Hyperebene durch den Ursprung zuordnet. Es ist nicht schwer,
einzusehen, daf die Matrix dieser Spiegelung als Eintrage reguldre Funktionen in den

Koordinaten von v besitzt, d.h. ¢ ist eine reguldre Abbildung.

Nach dem Satz von Dieudonné ist jede orthogonale Transformation des k™
Zusammensetzung von s Spiegelungen (mit s < n), wobei die Determinante der
Transformation genau dann +1 ist, wenn die Anzahl der Spiegelungen gerade ist.
Deshalb ist Abbildung (2) wohldefiniert, regular und surjektiv. Als reguldres Bild einer
irreduziblen Varietat ist SOIl irreduzibel, also zusammenhangend.

QED.
Bemerkungen
(1) Die Details des obigen Beweises findet man (neben einem weiteren Beweis, der

sehr viel aufwendiger ist) im Vorlesungsscript zum ersten Kapitel (vgl. 2.2.2
Aufgabe 2).

(1)) Die obige Argumentation zeigt, dafl im Fall der SOn das bewiesene
Zusammenhangskriterium nicht wirklich benotig wird. Im Fall der
symplektischen Gruppe Sp2n ist das anders (siehe 2.2.9 Aufgabe 1 (b)).
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